






































v, , ,P ft は流体の速度ベクトル，質量密度，圧力，および外力ベクトルで，すべて空間と
時間の関数である。左辺第 1項は通常の時間偏微分，第 2項は速度勾配による加速度への移
流効果分である。（1·1）は，左辺の加速度が右辺の力によって生じることを表している。本
論文では，rを空間座標，Uをポテンシャルとして，話を保存力 U rf= U- ^ hの場合に限る。
oは動粘性係数である。上式の左辺が流体要素の加速度，右辺がそれに作用する力である。























v v v v v P3
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v 0+ =t tUo ^ h








となり， 0= =Ut to を必ずしも意味しない。われわれは v 0$ =U を ‘弱い非圧縮性の条件’と
呼ぶことにする。
　これらの式の組を適当な境界条件のもとで解いて，さまざまな物理的厳密解が得られてい
る（レビューとしてはWang （1991）がある。その他，多くの研究の解説については Drazin 
and Riley （2006） を参照のこと）。ただし，何をもって厳密解と呼ぶかについては，異なった
立場がありうる。







































となる。ここで g  は v , ,0 0# =/ gU~ ^ h（渦度と呼ばれる）の z成分
（2·1·5）






































0P Px y1 1# #= =U U U U; ;t t- -^ ^h h
v P z1$ #+ =U U U U U ;g g o g t- -o ^ ^ ^h h h
v Az z2#= =g U U; -
P2 2# #U U U U+t t t l t- c- -
Navier-Stokes方程式の解を求める方法について
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ことがその要因である。しかし，Navier （1827）, Poisson （1831）, Saint-Venant （1843）, Stokes 
（1845）によって方程式が見いだされ研究されて以来 200年にわたる努力により，特殊な境
界条件の下での厳密解，および数値解を求めやすい常微分方程式のかたちは見つかっている。











を考える。この式を満たす ct と jcの組は任意にいくらでも作ることができる＊。例えば，任
意のベクトル ,tj rc^ hから r j r, ,t dt tc ct t0 0 $= Ut t -^ ^h h# によって ct を決めればよい。t0， 0t は
定数である。
　＊物理的に ‘良い’振る舞いをする解析的な ct のかたちを利用する方法もある。量子力学
を例にとって説明する。（場の理論でもかまわない。） 量子力学における Schrödinger方程式
v 0# # =U ~^ h
v v 0$= =g gU U^ h





aは定数（粒子の質量を mとして 1/2mで与えられる。これ以降，自然単位系 1'= を用い
る），Uは実数のスカラー関数（ポテンシャルエネルギー）で，解 }は複素数（規格化可能
















そして，この式の左辺と方程式（2·1·4b）の左辺との類似性－ gと ct の対応－に着目する :




このとき ,c c= =g g t g g tU Ul lo o （ ,g gl m等は g の直接の変数 ct に関する微分を表す）である
 1 Schrödinger方程式は ‘作用’ /2dtd i m Ur r* t
2 2+2 '} }U - ^_ hi# が } の任意の変分について停留値を取る
という要請から導かれる。変分を局所 U（1）変換 ei"} }f に限ると，保存則（2·2·4）が得られる。
2 ri a U2= +' ' U} }-o ^_ hi
*
ct } }=
j 2ia a* *c c= =U U U} } } } t d-^_ h i
v v jc c c c$ $+ =t t tU U -o ^ ^h h







を得る。当然，これが gに関する方程式として意味があるのは 0c!tU の領域においてであ
る。












めることができる。まず 0, 0c! !g tUl の場合に話を限り
（2·3·1）
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となる。ここで， r r, , , , / , , , ,t t t l 1 2rl c c cl1 22 2 g 2 g/g g t t t =^ ^^ ^h h h h である。以下では，
議論を 1種類の保存流のみがある 1自由度の場合に限ることとする。
　一般の場合に（2·3·7）を解析的に解くのは極めて難しいし，必ずしも解があるというわけ
でもない。解がある場合に，これを数値的に解くには次のようにする。一組の ct と jc，お
よび Xzの関数形，さらに，前空間における gと glの値─初期条件─を選び，xy平面内のあ
る曲線に沿って , , Xc zt d とそれらの微分値をもとに gmと各項の値を求め，また ct の変化か
ら glと gを計算する。
　同時に，（2·3·5）と渦度の式（2·1·5）から得られる（ XX 1c/t-r ）
（2·3·8）
Yv jc c c$ $= +U Ut o tU-^ ^h h
v j Y X












= + + +
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を用いて Xzを決めることができる。このとき，Xzも ct を通してのみ時空依存性が現れるな
ら 
（2·3·9）
となる。さらに，（2·3·7） の右辺の最後の項は 0となる。（2·3·7）と（2·3·9）は g と Xzr の常
微分方程式であり，与えられた ct と jc（または d ）のもとでこれらを連立させて数値的に
解くのは難しいことではない。1自由度の簡単な例は Takahashi （2013） で示されている。時










ことが予想される : clt として，有限の初期値 t 0clt =^ hを持ち，ある ,t T0d^ @で glを有限
とし要素が cl cm$t tU U で与えられる行列 Mの行列式 detMが 0となるものをとれば（保存
流の式は a rcl cl l"t t + ^ h， jjcl cl" ， a rl^ hは時間に依存しない任意の関数，のもとで不変であ
り，かつ gと glの初期値は任意なので，これはいつでも可能である），その t において gの
微分方程式は特異的となり，gmは発散するであろう。時間の考えている全領域で正則な解
を得るためには，一般にその領域で常に det 0M! となる clt を用いることが必要である。
なお，微分方程式の解の正則性は初期値の取り方に依存するということも知られている（た





I X X dz z c#= U U ;t vzr^ h #
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ここで dv は面積要素である。大きさ dv で+z方向を向くベクトルを dv とすると，よく知
られたベクトル恒等式
と Stokesの定理により， 0Xz# =U Ur が成立する場合
を得る。右辺は面積分領域の外周に沿った線積分である。 ct が円筒座標系 （r, θ, z） において
rだけの関数で，積分の経路が ct の等高線に沿っているとき， cUt の勾配は常に線要素 d,
の向きと直交しているので I Xz^ hは Xzの如何にかかわらず 0である。
　他方で，上記の式の変形で Xzr と ct の役割を交換すると
（2·4·1）
となる。Xzは任意であるから，その勾配を外周に沿った d, と平行な成分を持つように Xz











　実際，これから具体例で示すように，初めに適当な Xzのかたちを推定して g を決め，そ
こから Az2 = gU - と v A#=U から得られる vがもとの NS方程式を満たすように，未知の
定数と関数を決める方が容易に解を求めることができる場合がある。
　g と vを決める方程式を導いたが，これらには ct のほかに jcも明示的に現れる。われわ
れの仮定は，gと Xzは ct を通してのみ座標依存性を持つというものであった。したがって，
（2·3·7）によって g を求めるときには一般には 0jc$ =U という条件に従う曲線に沿って計算
を行わなければならない。
A Af f fA# # #= +U UU^ h
I X X d X dz z c z c# $ $ ,U Ut tU v= =r r^ h # #










例 1　 （2·2·4）の位相が kxd=- （波数 kは定数）で，すべての物理量が x依存性のみもつ
場合
　すべての物理量が x依存性のみもつことから Xz項は 0である。（2·3·7） より
（3·1·1）
解は， , , /c c c ak21 2 3 o= を定数として
（3·1·2）
これは一般化された Couett-Poiseuilleの解である。c1, c2は，圧力，動粘性係数，密度，流速
と関係づけられる（Drazin and Riley 2006）。
　ここで，興味深い点を一つ指摘しておこう。この解は vx=一定で /c vx3 o= である。これ
と上の c3の定義とを比べて ak v2 x= であることがわかる。Schrödinger方程式では，粒子の
質量を mとして a=1/2mであるので，上記の関係式は k=mvxという，自由粒子の波数と運
動量の量子力学的関係を表すものにほかならない。
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このとき，（3·2·1） より，流れ関数 Azも θの 1次関数である。ところで，Poisson方程式（2·1·5）
により，流れ関数は渦度を使い
 （3·2·1）
（ただし h 0=m ，h上のダッシュは θに関する微分）とならねばならない。h（θ）=h0+h1θは θ









であるが， P 02 =i であるから，fが保存力であることから f 0=i でもある。また， v 0$ =U
が成り立っている。よって，（3·2·3b）の式は（3·2·2）の viを代入することにより
（3·2·4）
となる。ここで /h c/o -l である。上に述べた理由により，hlは限りなく 0に近づけなけれ
ばいけない。このとき，自明でない解は，無次元数 cを一定に保ちながら , h 0"o l として
（3·2·5）
を境界条件 v 0 0=i^ h のもとで解くことで得られる。c1は定数である。無限遠で発散しない
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でもかまわない。 rb^ hは現段階では未知の関数である。このとき，（2·3·7）の Xz項が r依
存性のみをもつことは容易に示すことができる。
　 , / ,X r 0z r= 2U o bi ob^ hであるから , （2·3·7） は jc=0（Schrodinger方程式の位相 d = 0）と
して
（3·2·7）
と変形される。 0r c2 !t の領域で両辺を r c2t で除し，次いで r に関して積分すると
（3·2·8）






　速度場の成分数が 2以上であることを利用して 0"o の極限の解を求めたのであるが，そ
れは変数 rとパラメータ cの全領域で有限で C∞級である。このような解は，NS方程式で初
めから 0o= とおく Euler方程式（以下の【台風現象との比較】の項も参照されたい）からも，
また，NS方程式が 0o= で特異的であることに着目した摂動法によっても得られない。後
者の点は，図 1に示したように，解に境界層がないことからも明らかである。（特異問題の
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に達し，その後滑らかに（ / r1+ ）減少する─といくつかの点でよく似ている（Emanuel 
2004, Holland 2010, Takahashi 2012）。われわれの解では，無限遠方では /ln r rのように減少す





図 1.　 無粘性流の viの r依存性。境界条件は，v v0 03= =i i^ ^h h 。下から順に c=0.03, 0.1, 0.3, 1 お
よび 3。（3·2·5）の c1はすべて 1。縦軸，横軸ともに任意目盛りである。











で与えられる。これに空気の動粘性率 1.5 10 m s5 2 1# $+o - - ，台風の暴風域の半径











となるが，θ依存性が無いという条件の下では，解は v 0r= または /v r1\i となる。後者は，
これまでに知られていた多くの解の振る舞いと同じである。われわれの方程式（3·2·4）， 
（3·2·5）は， 0"o の極限の取り方に特徴があり，無粘性でありながら Euler方程式とは本質
的に異なっている。また，得られた解は，結果的に熱帯性低気圧現象のある面をよく再現す
るものとなっている。この事情から，方程式 （3·2·5） から得られた上記の解は，‘厳密解’（あ
るいは ‘近似解’との中間に位置するもの）と見なすことにしたい。これは， 0"o の極限の
/ / / /v r v r r v, , ,max max max max max max2 2o o=i i i^ ^h h
/r v 10,max max 3+o i -
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　viを表す （3·2·2b） には，計算の途中の段階とはいえ，θの 1次関数 h（θ）が現れるのが少々
気持ち悪い。θはデカルト座標について多価関数だからである。





この viは，rの全領域で正則で同符号であり，r～0および r→∞でそれぞれ /lnr r e /ln r c2 2
2-^ ^h h
および 1/rのように振る舞う。遠方では循環 v dr$# は有限である。これに対し，r<1では
vrは正である。また，r=0に特異点がある。（3·2·2）の vrを，回転している円筒の外部の解
と見なすことでこの特異点を回避できる。円筒の半径を R，回転角速度を X とすると，
R v RX= i^ hである。v R 0<r^ h なら，円筒表面は吸い込み面で，v R 0>r^ h であれば吹き出し







ln r 1\; ;t -
/ lnv c G e r c r c2 1 2/c3 0 2 1r U=- -i - ^_ h i














クも）の生成と消滅の現象である。すなわち，図 1に見られる vi のピークの外側に二つ目
のピークが現れ，それが次第に移動して第 1のピークと合体したり第 1のピークが衰えて消
滅する現象が頻繁に見られるのである （Willoughby他 1982）。
　第 2ピークの形成と消滅を理解するためのいくつかの試みがある （Willoughby（1979） に
よる地形変化説，Emanuel （2003） による海洋-大気間熱移動説，Kuo他 （2008）の渦間相互
作用説などがある。WesleyとMontgomery （2008） は，精密な数値計算によって，第 2ピー
クの形成が軸対称からの変形，渦度の大きな空間的変化などによって起きることを示唆して































　（3·2·5） の解あるいは解 （3·2·10） は，これまで知られていた 2次元軸対称回転流とはまっ
たく異なる振る舞いを示す点で注目に値する。われわれの ‘変異方程式’についていえば，こ
れは Xz項の効果によるものである。これまでの解は Stokes （1845）, Preston （1950）, Hocking 
（1963）らによって見つけられたもので， r 0= で vi は発散，また，特別の場合を除き，
r 3= で vi が発散する＊。このため，物理的に意味のある解は，二つの同心円筒の間に流
体がある場合に限って存在することになる。定常流が存在するためには，円筒を軸の周りに
回転させる必要がある。
　＊ 3次元解には Burgers （1948）によるものがあるが，やはり遠方で発散する。非定常解
では Oseen （1911） によるものがある。
　これに対し，（3·2·5）の解あるいは解 （3·2·10）では，無境界でありながら，viは r 0= の
近辺で十分小さくなり，また r 3= で 0となる。ある r rmax= で速度は最大になり，その値





ついて，位相 dに加え ct のかたちも与えて解を求めることを考える。
　ポテンシャルがないとき，平面波の重ね合わせ


















cos t k rc 12 22 1 2
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$= + +
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であり，一般に ct と dに時間依存性がある。それぞれの勾配は
（3·3·2a）
（3·3·2b）
である。（3·3·2a, b）は，この系の自由度は実質的に 1であることを示している。変異方程式 
（2·3·7） は
となる。両辺を k r2 sin t21 $a a ~-^ hで割って，（3·3·1a），（3·3·2a）を使うと
（3·3·3）




qは 0q k# ! なる非ゼロベクトル，βは t k r$~- の任意の関数である。すると（3·3·3）は
（3·3·5）




の場合を考える。Vは定数ベクトルである。これは弱い非圧縮性の条件 0v$ =U を満たして
いることに注意せよ。 , ,k k 0q y x= -^ hとして，もとの NS方程式は
（3·3·7）
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という分散関係が得られる。したがって，NS方程式 （3.3.7） の左辺の加速度項は 0となり，
右辺の粘性項，圧力勾配項および外力項が釣り合うことになる。これを満たすのは， , c0 3t
を定数として
（3·3·9）
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を得る。ここで 1/~ a d+^ hとおいた。これは位相速度 o~ で伝播する ‘波’を表す。速度
場は適当な境界条件を課すことで容易に決定できる。
4.　まとめ
　この論文では，任意の連続の式と NS方程式から，回転的 2次元流の渦度 ζに関する線形
の微分方程式を導いた。次に，ζは Poisson方程式に従う流れ関数 Azの ‘源（source）’にな
ることを用いて Azを求め，そこから回転的速度場を ‘厳密に’決定した。この過程で，任意
の保存流が流体力学的な量に ‘変異’するのである。保存流をつくるもととなる量子力学的波
動関数と NS方程式の解との対応は，自由度 1の場合は以下の表のようになる。（（ ）内およ
び ‘－’は，本論文では調べていないものである。）






















t kx t x1 1
\g t = = !d d a ~ ~ o+ + +^ h^ h
表 1.　波動関数の型および Xz項からの寄与の有無による NS方程式の解
自由度 波動関数 Xz項 =0 Xz項≠ 0
1 定在波 （Couette-Poiseuilleの解） 無粘性台風解
1 1進行波 一般化された Couett-Poiseuilleの解 -
1 2進行波 - 進行密度波
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